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MARTINGALES h VARIATION INDtPENDANTE DU CHEMIN
DANS UNE FILTRATION PRODUIT
par
D . Nualart et M . Sanz
Ce travail développe le rapport entre martingales fortes et
martingales á variation indépendante du chemin (i .d .c .) . Le résultat
fondamental établit que dans des filtrations produit les martingales
i .d .c . sont nulles et, étant donné que les martingales fortes le sont
aussi, il s'én suit que les deux notions sont triviales .
1 . Notations et définitions basiques .
	
Soient (S2 1 ,F 1 ,P 1 ;FS,S>, 0),
2 2 2 2 1 1 1(52 F P ;Ft,t,0) des filtrations, c'est á dire - (S2 ,F ,P ),
2 2 2 1(P F P ) sont des espaces probabilisés complets et {Fs, s>,0},
2{Ft , t ; 0} des familles croissantes, completes et continues á droite
de sous-tribus de F 1 et F2 respectivement, telles que 1/ . F1 = F 1 et
s>,0 s
. V . Ft= F2 .
30
on notera (2,F,P ;Fst ,(s,t)e R2 ) la fiZtration produit de
(P 1 ,F 1 ,P 1 ;FS, s>, 0) et (522 , F2 ,P2 ;Ft, t >, 0) difinie de la fagon suivan-
te : aZ=n 1 xs22 , F=F 1 oF2 , P=P1xP2, Fst=Fs®Ft .
Pour tout (s,t)e R2 nous poserons F1 =
	
V F
=F 1 ®F2 ,+ st T ,0 sL s
Fst oVi0 Fot=F OFt .
Z1 faut remarquer que F 1 V F2 =F , puisque F 1	contienttousst st st
les cylindres mesurables S2 1 XF, F e F2 , et Fst contient ceux de la forme
GXS2 2 , G E F1 .
Notons par M2 (1) 1'espace de Hilbert des martingales M 1 =
1 1 1 1 1
={Ms , s>, 0} adaptées h la filtration (S2 ,F ,P ;Fs , s>,0), nulles en 0,
et telles que sup E{(M1)2't<+m . On * peut définir de fagon semblables
M2 (2) . M2 (1) et
s
M2 (2) sont les sous-espaces des martingales continuesc c
de M2 (1) et M2 (2) respectivement .
Un processus á indice dans R+ défini dans un espace probabili-
sé complet (2,F,P), M= {Mz ,
z E R+} est une martingale, s'il est intégra-
2
ble, adaptée h une famille croissante de sous-tribus de F, {Fz , z e R+},
et pour tous z 1 g z2	 na E{Mz2/ Fz 1
}=
Mz1
, oú z 1 < z 2indique
1'ordre partiel usuel de R2 .
Soit M2 1'espace de Hilbert des martingales á indice dans R+,
nulles sur les axes, telles que sup E{(M ) 2 }<+ -, et soit M2 le sous-
z z
c
espace de M2 des martingales continues .
On peut donner des conditions plus . fortes de martingales de
telle fagon que les processus á accroissements indépendants, centrés
2
et nuls sur les axes les vérifient . Ainsi, on dira que M= {Mz , z e R+}
est une martingale forte si M est nulle sur les axes et pour tous
z 1` z 2 , E{M(z 1 ,z 2] /
Fz1
VF2 } =0, O1
M(z 1 ,z 2~=Mz -M (s ~t )
-M
(s t )+1 2 2 1 2 2' 1
z 1 =(s 1 , t 1 ), z2=(S2 .t2) .
Une autre fagon de donner une notion plus forte de martingale
consiste á imposer que la variation du processus soit indénendante du
chemin .
Soit r 1'ensemble des courbes y :[0,1]
	
% Ri
2
, partant
de (0,0) croissantes et continues . On peut considérer la martingale M
de 1í 2 restrinte á la courbe y, M = {M , tej0,1] } . Soit A
c Y Y (t) ; ~ Y (t) Y (t)
le processus croissant associé a M .
Y
Une martingale M de M2 est á variation indépendante du chemin
(i .d .c .) si la variable aléatorie
AY(1)
est indépendante de la courbe
Y E r d'extrémité y(1) .
La définition antérieure équivaut á 1'existence d'un processus
unigüe, A={Az , z~e R2 }, intégrable, avec versions croissantes et conti-
nues sur toute courbe 2Y G-r, et tel que M -A est une martingale .
Nous avons les résultats suivants (Cairoli-Walsh [1]) :
Toute martingale forte M de M 2 est i .d.c . sic
(a) la famille (Fz , z -R2 } de sous-tribus est engendrée par
un processus de Wiener á deux paramétres
ou (b) sup E{(Mz ) 4 }<
m
z
La relation inverse est seulement connue dans certains cas
particuliers . (voir 113,14],j5]).
2 . soit (9,F,P ;Fst ,(S,t)a R2 ) une filtration produit . On vé-
rifie aussitót que toute martingale forte est nulle, puisque FstV F2t-F .
Nous allons montrerqu'il en est de mime pour les martingales i .d .c .
Soient M 1 de iM 2 (1) et M2 de M2 (2), et soient A1 et A2 leurs pro-c
	
c
cessus croissants continus associés . A 1 A 2 est un processus croissant
continu associé a la martingale M1 M2 , dans le sens que (M 1 M2
)2-A1A2
est une martingale faible (voir j1]) .
L2 1 sera 1'ensemble des processus ~ intégrables par rapport a
M
M 1 , c'est á dire, prévisibles et tels que E {Jp
tangle CO,s] -lo, tl .
~(x) 2 A 1 (dx)}<- pour
tout s E R+ . L22 notera 1'ensemble
des processus $ intégrables par
M
rapport a M2 . Finalement soit LM1M2 1'ensemble des processus <D inté-
grables par rapport a M1 M2 , c'est a dire, prévisibles et tels que
E {,R (D(x,Y) 2A 1 (dx)A2 (dy)}<- pour tous (s,t)E R2 oú
Rst est le rec-
st
Si 0 appartient a 12 1 et ~ a L2 2 , alors ¢ "~ appartient a L21 2M M M M
et nous avons :
(I5 (x) M 1 (dx) (104 (Y) M2 (dy)) = IR (x) (Y)M
1 (dx) M2 (dy) .
st
On va maintenant établir une représentation des martingales de
carré intégrable .
Rappelons que deux martingales a un paramétre sont dites forte-
ment orthogonales si leur produit est une martingale .
Proposition 2.1 . Soit M une martingale de Mc . Il existent deux
suites {M 1i , i E N} , {M2j ,jE N} de martingales deux a deux " fortement ortho-
gonales dans M2 (1) et M2 (2) respectivement et une suite de processusc c
{ID (i j)E N2 } de L2	tellesque
m
M(S,t) = E JR ~ij(x,Y)Mi(dx)M~(dy) .i,j=1 st
métrie entre M2 et L2 (S2,F,P), s'1crit comme
ol MinE M2 (1),
	
Min E M2(2) .
Démonstration. Toute martingale M de ,t{c, par 1'iso-
k
M(s,t) = lim
iS7 ainMin(S)M2 (t),n
Considérons les espaces fermés H1 , H2 engendrés par les
ensembles de martingáles {Mi , i=1, . . . . k ;n E N} C M2 (1) ,in' n c2 2
{Min , n ;n E N} C Mc (2), respectivement .
Soient B 1 ={Bi,i e N}, B2={B~,jE N} deux bases orthonor-
males de H 1 et H2 , respectivement, alors B 1 B 2={BiBj,(i,j)E N2 11 est une
base orthonormale de H 1 ®H2 (voir j,3]), done
Nous corstruisons, a partir de B 1 , une suite fortement
orthogonale de martingales de M
c
2 (1) que nous noterons {Mi ,iEN} .
Rappelons qu'un sous-espace fermé H de M2(i), i=1,2
est stable s'il est stable par arrét et si M c- H, A E F1. entraine 1 AM ~ H .
On sait que si H est un sous-espace stable de M2 (i),
tout élément M de M2 (i) admet une décomposition M=N 1 +N2 , ou N 1
appartient a H et N2 est fortement orthogonale a H. On dira que N 1
est la projection de . M sur H, et on écrira N 1 =pHM.
Soit Mi =B i , et pour i>1 Mi=Bi-PV .
Bi ' oú pV . B i
i-1 i-1
est la projection de B~ sur le sous-espace stable de M2 (1) engendréi c
par les martingales Mk, 1~I k< i-1 .
M(s,t) =
i,J=1
aijBi(s)B~(t) . (2 .1)
On peut de méme construire une suite fortement ortho-
gonale de martingales de Mc(2) que nous noterons par {Mj, j <-N} .
ses expressions comme somme d'intigrales stochastiques par rapport aux
martingales Mk, k=¡_ . .,¡ et
	
Mh, h=1, . . . . j , respectivement, dans (2 .1) .0
Dans le cas particulier des tribus engendrées par des
processus de wiener, on obtient des résultats beaucoup plus simples,
comme le montre le théoréme suivant .
deux processus de wiener indépendants, et soient F
1 =a < W
1 , xi s>,
s x
Ft=a < wy, y di t > . si M est une martingale de M2 , alors il existe un
processus (DEL2 2 tel que1W W
pectivement, tels que
et il suffit de prendre
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Le résultat s'obtient en remplagant B1.(s) et B2.(t) par
Proposition 2.2 . soient w1 = {ws, s E R+), W2={w h, t(' R+ }
M(s,t) = fa 'D(x,Y)W 1 (dx)W2 (ay) .
st
Démonstration . on a 1'expression suivante :
oú M1 G M2 (1) et M2 E X1( 2 (2) .in in
M = lim En a . M . M?
n i=n in in
in
Il existent des processus din et din de L2 1 et L22 res-w
M(s,t) = lim En a ( Js ~ 1 (x)W1(dx))(
f52 (Y)W2(dy))=n i=1 in 0 in 0 in
kn
lim iE1 ain I
RSt~in(x)~in(Y)W1(dx)W2(dy) .
k
2
La completitude de Lw1W2 et la propriété d'isométrie
des intégrales stochastiques entra£nent
M(s,t) = 1 (1 ¡m En a
_ ~1 (x)~2 (Y) )W 1 (dx)W2 (dy),Rst n i=1 in in in
kn 1 2(P(s,t) = lim iE1 ain~in (x) ~in (Y) .
Avant de donner le résultat qui conclut cette section il nous
faut établir un théoréme de Fubini pour les intégrales stochastiques
par rapport aux martingales M 1 M 2 .
Lemme 2.3 . Soit (D un processus de L2M1M2 , alors (P( .,Y, .,w2)
est prévisible dans la filtration (Q 1 ,F 1 ,P 1 ;F 1 , s >,0) ets
Ew {f
s0
D
2 (x,Y,w 1 ,w2 )A 1 (dx,w 1 )}«. Pour tous y<t, w2 ES22	A 2 (dy,w2 ) " P
2
(dw2 )-
1
presque surement .
processus Yy (w2 ) = fs(D(x,y,w l ,w2 )M1 (dx), et 1'on a
Alors
Aj=(tj ,tj+i .
vérifiant :
On peut donc définir A2 (dy,w2 ) .P2 (dw2 )-presque surement le
(a) Yy (w2 ) appartient a X22 .M
(b) . ft01{fSKD(x,Y,w 1 ,w2 )M 1 (dx)}M2 (dy) = fR ~(x,Y)M1(dx)M2(dy) .st
Démonstration . Envisageons d'abord le cas étagé .
Soit (D(x,y,w l ,w2 ) =
i£j a ij (w
1 ,w 2 )1 A1J (x,y), oil Aij=(zi7,zi+1,j+J'
zij= (si ,t j ), et a
iJ
, est une variable aléatoire bornée
Fz . .-mesurable .
1J
Yy (w2 ) =
iEj aij
(w 1 ,w2)M 1 (A i )1 A . (Y) , oí1 Ai=(si'si+1~ et
J
Pour w1 fixé, Yy (w2 ) est prévisible et, en outre,
t
	
2 2
Ew f0 Yy (w2 ) A (dy)<- , ce qui entraíne (a) . L'égalité (b) est immédiate .2
Dans le cas général, il existe une suite de processus 0^ étagés,
EfR (D(x,Y) - 'D n (x,y)) 2A 1 (dx)A2 (dy)
st n-.W
> 0
Quitte á extraire une sous-suite, on peut toujours supposer
que pour tous (y,w 2 ), A2(dy,w2 ) " P2(dw 2 ) -p.s . on a
pour n assez grand .
Ew J,(0(x~y)-<n(x~y))2A1(dx)< 2-n ,
1
Soit Yy(w2 ) = Js(n (x,y,w l ,w2)M 1 (dx), et notons
YY (w2 ) = lim YY(w 2 ) si cette limite existe,
= 0
	
dans le cas contraire .
Il résulte immédiatement que YY (w 2 )=JS (x,y,w l ,w2 )M 1 (dx),
A2(dy,w2 ) . P2 (dw2)-p .s . . D'autre part, Yy (w 2 ) étant la limite de Pro-
cessus prévisibles, il est, lui-méme, prévisible, pour w1 tixé . Nous
avons aussi E ~t y (w 2 ) 2A2 (dy)- , P1(dwt)-p .s .w
2
est nulle .
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Finalement, on a les égalités suivantes
Jt(Jsfx .Y .w 1 .w2 )M 1 (dx))M2 (dy) =
lim Jt(JS 'n(x .y .wl .w2)M1(dx))M2(dy)=
lim JR (Dn (xy .w 1 .w2 )M 1
(dx)M2(dy) =
st
'R D(X,Y,W 1 'w2 )M 1 (dx)M2 (dy)
. O
st
ThéorIme 2.4 . Soit M une martingale de M2 i .d .c ., alors Mc
DémonStration. D'aprés la Proposition 2 .1
M(s,t) = i,j=1 lR "i~(x.Y)Mi(dx)M~(dy)
.
st
T _ - .-' T_ ,  -___ -
"
,1.. T.n.
métre qui a pour processus croissant associé (en ayant comete de 1'or-
thogonalité forte des martingales M?)
7
formule d'Itó appliquée aux processus (Nn(y)) 2 et (Nn(x)) 2 , cetteJ
	
i
égalité devient
n
Soit Mn (s,t) = i E 1 'R D (x,Y)Mi (dx)M
2
(dy) .
st > >
En utilisant le théoréme de Fubini précédent, on peut écrire
n
Mn(S,t)= E1j~ Nn (y)M?(dy) = i~1j0 Ni (x)Mi(dx) , oúj= j J
Nj(Y)=j0 i- 1 g ij (x,Y)Mi(dx), Ni(x)=jó j£1 (Dij(x,Y)Mj(dy) .
Fixé s E R+ et w 1 e1Z 1 , M(s,t) est une martingale á un para-
1 (s,t)= lim E jt (Nn(Y)) 2A?A (dy) .n j=1 0
On obtient d'une fagon analogue
n
A2 (s,t)= lim iE1 j0(Ni(x))2Ai(dx) .
La propriété i .d.c . entralne A1(s,t)=A2(s,t) . Moyenant la
n
lnm
i.J= 1 jR
2Nj(Y)~ij(x,Y)Mi(dx)A.(dy)=
st
n
lim E j 2Nn(x)~, .(x,y)M?(dy)A1(dx) .n i,j=1 Rst 1 i~ j i .
Ici on a utilisé encore un théoréme de Fubini pour les inté-
grales mixtes . Cette derniére égelité est seulement possible si les
deux membres sont nuls .
Alors si dans 1'expression
limn 3E 1 j 0 A j (dY)( k1 1
on prend 1'espérance, on obtient E{M(s,t) 2 } = 0 .
kj (x' ,Y) M1 (dx')) 2 =0
2 .
4 .
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